Teoria Miary i Catki

Bartosz Kwasniewski

Wyktad 12

Zamiana zmiennych w catce
i przechodzenie z granicg pod catke
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Niech (X, Fx,n) i (Y,Fy,v) przestrzenie z miarg i niech T : X — Y
odwozorowanie mierzalne.
H T v

Obrazem miary p jest miara T(u) na Fy, gdzie T(u)(A) = u(T-1(A)).

Tw. (abstrakcyjna zamiana zmiennych)

Funkcja f jest T(u)-catkowalna <= f o T jest u-catkowalna. Ponadto

v FdT — / foTdu. Czesto pisze sig
FeL(T(n) /Y () y 1 Pt A

Dowdd: (1) Jesli £ > 0 prosta, to f =3 i, yila, {Ai}7; C Fy, i

n

Jy £dT () = g"ly,- T()(A) = £y T (A= éYi]lT-l(A,)dM

(Tao T =T7)= fy (éy,-]u,) o Tdu= [, foTdu
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(2) Jezeli f > 0 mierzalna, to istnieja funkcje proste {£,}7°, C E(F)
takie, ze 0 < f,, /" f i wtedy takze f,0 T / fo T. Stad

Jy FAT() <" lim [y £, T(1) D i [ o Tdu

Lev: fxfo Tdu
(3) Jezeli f : Y — R dowolna mierzalna, to
fel(T() < [y|fldT(u) < oo < [, |flo Tdu < oo
= [x|foTldu<oo<=foTeL(n).
Jesli to zachodzi, to
fyde fY fHdT(u fyf dT ()
@ fo+on,u—fo*onu
= [y(foT) du— [((foT) dpu
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Whn1. Jesli T(u) < v oraz v jest o-skonczona, todla f: Y — R

/fonu:/de(’u)dy,
X Y dI/

gdzie z istnienia jednej catki wynika istnienie drugiej.

Dowéd: [, fo Tdu ™ [, fdT(u) >™ 2N [ £ 9T gy, m

Wn2. Jesli T odwracalne, T=1: Y — X mierzalne, T~1(v) < p oraz
1 jest o-skonczona, to dla dowolnej mierzalnej f: Y — R

[rar= [(ram)- £,

gdzie z istnienia jednej catki wynika istnienie drugie;j.

Dowdd: Stosujemy Tw. do miary T—l( ):
[y fdv= [, FdT(T fxfo ) dT 1 (v)
Stw Wyk.11 3
= Jx(fo T)'%u()d,u. ",



Wn3. Jesli g : [a, b] — [c, d] rézniczkowalna bijekcja, to
d

| e = [ Al -

dla kazdej funkcji f : [c,d] — R catkowalnej w sensie Lebesgue'a.

Dowdd: Zatézmy, ze g rosnaca. Traktujac g jako ‘dystrybuante’
otrzymujemy miare Lebesgue’a-Stieltjesa A\ na [a, b]; wyznaczona
przez warunek Az([x,y)) = g(y) — g(x). Ponadto g7}(\) = A, gdyz
g N(Ix,y)) = Ag([x.¥))) = A[g(x), ()
= g(y) — &(x) = Ag(lx, ).
)\g

Skoro g rézniczkowalna, to Ay < A na [a, b] oraz CZ,—)\ = g'. Stad

¢ ¢ I dg ()
fly)dy = | fly)dA"=" [ f(g(x))- Zgx=(x) dA
C Cc a
b b
— [ #et) - Gedr = [ Fe()-g'0x) dn .
a a
Uw. F : R — R niemalejaca, lewostronnie ciagta = A\ = F~1()\)

gdzie F-1(y) := inf{x € R : y < F(x)} funkcja kwantylowa

Miara Lebesgue'a-Stieltjesa jest obrazem miary Lebesgue’a dla “dystrybuanty odwrotnej’! 5 /10



Wn4. Jesli g : U — V dyfeomorfizm, gdzie U, V C R” zbiory otwarte,
to dla kazdej \"-catkowalnej funkcji f: V — R

/ Fly) dy = / F(g(x))| det(Jg) (x)] dx
4 U

gdzie x,y € R" wektory i J; = ag’]u , macierz Jacobiego funkgji g.

Dowdd dla odwzorowania liniowego: Jesli g jest odwzorowaniem
liniowym, to ma stata pochodna. Mianowicie g’(x) = g, dla x € U,
czyli mozemy utozsami¢ g z macierzg J;. Na mocy Tw z Wyktadu 7

g (A7) = | det(g)|A" = | det(Jg)[A"

(g1 istnieje i jest liniowe, bo g liniowe odwracalne). Stad

/Vf<y> dy = / () dan "2 / Flg(x) - % () dan
:/f(g(x et X () gAn = /f ) - | det(Jg)| dA.

Dla dowolnego (niekoniecznie liniowego) g wykorzystaé, ze g(x)
lokalnie dziata jak odwzorowanie liniowe Jg(x)! 0
.pochodna w punkcie x, to najlepsze liniowe przyblizenie w x” 6/10



Prz. (wsp6trzedne biegunowe) Rozwazmy dyfeomorfizm
g :(0,00) x (0,27) — {(x,y) € R? : y # 0} dany wzorem

g(r,) = (rcosy,rsinp).

cosyw —rsingp

Wtedy J, = [ .
sing  rcosgp

} oraz det(Jg) = r. Zatem z Wn4, dla

dowolnej funkcji catkowalnej f : V — R, V C R?, mamy

/f(x,y)dxdy:/ f(rcosp, rsing)rdrde
v g (V)

Prz. Niech £ : Q — R zmienna losowa na przestrzeni (2, F, P).
Rozktad zmiennej £ to obraz £(P) miary P na R. Zmienna £ ma N
rozkfad ciagty <= &(P) < A\. Wtedy f := d%(f) jest gestoscig
rozktadu zmiennej €. Dla dowolnej funkcji borelowskiej h: R — R

takiej, ze h(§) ma wartos¢ oczekiwana

Whnl

E(h(¢)) = /Q h(e) dp i /R hx)F (x)dx.
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